Zahl als Zeichen—zur “technisierung” der arithmetik im mittelalter  by Knapp, Hans Georg
HISTORIA MATHEMATICA l5, (1988), 114-134 
Zahl als Zeichen-Zur “Technisierung” der 
Arithmetik im Mittelalter 
HANS GEORG KNAPP 
Institut fiir Philosophie der Universitiit Graz, Heinrichstraj’e 26lV und VI, A-8010 Graz, Austria 
This article deals with the impact of the concept of calculation on arithmetic during the 
Middle Ages. This intellectual process is presented in the context of the conception of a sign 
in the Middle Ages, and the beginnings of technical ways of thought set against the back- 
ground of the way of life at that time. 0 1988 Academic PWSS, IIIC. 
Ce travail traite de la p&&ration des idles de calcul en arithmktique pendant le Moyen 
Age. On y  discute la correlation entre ce processus intellectuel d’une part et la conception 
mtdidvale des signes et les dtbuts de la pen&e technique d’autre part, dans le contexte des 
faCons de vivre d’alors. 0 1988 Academic press, Inc. 
Diese Arbeit behandelt das Eindringen der rechnerischen Perspektive in ‘die Arithmetik 
w&rend des Mittelalters. Dieser geistesgeschichtliche Prozel3 wird in Zusammenhang mit 
der mittelalterlichen Zeichenauffassung und dem Beginn technischer Denkweisen auf dem 
Hintergrund der damaligen Lebenswelt gebracht. o 1988 Academic PESS. IX. 
AMS 1980 classification numbers: OIA35, OOA25. 
KEY WORDS: Number, calculation, sign, technical thinking, rhetoric, way of life. 
Entsprechend der uns heute gelgufigen Ansicht besteht ein enger Zusam- 
menhang zwischen der Zahl und dem Rechnen. Zahlen werden geradezu als Re- 
chenergebnisse verstanden. Dies entspricht einer technisch orientierten Art zu 
denken, die sich von anderen Denkweisen abheben l%Rt. Wir sprechen kurz vom 
“technischen Denken” und stellen es dem anschauungs- bzw. analyseorientierten 
Denken gegeniiber, das in Blterer Zeit dominiert und als “vortechnisches 
Denken” etikettiert werden kann. Wghrend des Mittelalters wird die Zahl in 
zunehmendem MaBe von dem “technischen Denken” erfal3t. Dieses setzt sich auf 
dem Gebiet der mathematischen Theorie schlieBlich durch. Wir konzentrieren 
daher unsere vergleichende Betrachtung zuntichst auf das 13. Jahrhundert, in dem 
uns die fiir die spgtere Entwicklung dieses Denkens eigenartige Gegeniiberstel- 
lung von theoretischen und praktischen Elementen entgegentritt. Besonders in- 
teressiert uns in diesem Zusammenhang der bis in die friihe Neuzeit maSgebliche 
Kommentar des Campanus von Novara [Euclid 15461 zu den “Elementen” 
Euklids. Im Zusammenhang damit steht die Arirhmetik des Jordanus de Nemore, 
die vor dem genannten Kommentar abgefal3t ist. An sie lehnt sich Campanus bei 
seiner Umarbeitung der arithmetischen Biicher der “Elemente” an. Noch deut- 
lither kommen die neuen Ansichten des Jordanus aber in der von ihm verfal3ten 
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Die vergleichende Betrachtung wichtiger Stellen der beiden genannten Werke 
zeigt deutlich, da8 
1. die mathematische Theorie jener Zeit sich bereits mal3geblich von der 
antiken Theorie unterscheidet; 
2. diese Werke das Beherrschen der heute als Grundrechnungsarten bezeich- 
neten einfachen Rechenprozesse voraussetzen. Sie weisen also in dieser Hinsicht 
[l] bereits eine wesentliche “technische” Komponente auf. Es ist daher interes- 
sant, sich mit der Tradition der arithmetischen Schriften zu befassen. Die so- 
genannten Algorismusschriften, die seit der Ubersetzung der Arithmetik des 
Alchwarizmi aus dem Arabischen ins Lateinische im 12. Jahrhundert verfaSt wer- 
den [Vogel 1963, 42-44; Juschkewitsch 19641 greifen auf die altere Tradition der 
Abakus-Schriften zuriick. Diese werden seit dem Ende des 10. Jahrhunderts 
in zunehmender Zahl verfaBt und gehoren zu den ersten mathematischen 
Abhandlungen des lateinischen Westens. 
In ihnen steht die Bewaltigung der Grundrechnungsarten auf dem sogenannten 
“Klosterabakus” zur Diskussion. Besonders befal3t man sich schon seit dieser 
Zeit mit dem rechnerischen Diuisionsuerfahren. 
Die vergleichende Betrachtung der in diesem Zusammenhang eingeftihrten Di- 
vision mit der schon in der Antike als “Divisio” bekannten Prozedur zeigt schon 
die fur den angestrebten Vergleich der Denkweisen ma8geblichen Unterschiede 
auf, die allerdings erst nach und nach ins “theoretische BewuStsein” rticken. 
SchlieBlich ist noch darauf hinzuweisen, da13 die seit dieser Zeit zu verfolgende 
allmahliche Auspragung der “technischen” Denkweise in der Mathematik in 
einem weiteren kulturell-lebensweltlichen Kontext steht, der kurz und sche- 
matisch angedeutet werden sol]. 
1. DAS EINDRINGEN DER RECHNERISCHEN PERSPEKTIVE IN DIE 
MATHEMATISCHE THEORIE 
Campanus entnimmt die Definitionen und Petitionen, die sich auf Zahlen be- 
ziehen, der “Arithmetik” des Jordanus [Murdoch 1968, 921. Zumindest lehnt 
er sich bei der Formulierung derselben an sie an. So schaltet er an der Spitze des 
arithmetischen siebenten Buches die folgende Definition ein: “Naturalis series 
numerorum dicitur, in qua secundum unitatis additionem fit ipsorum computatio” 
[Euclid 1546, VII. Def. 31. 
Hierin ist von der Zahlenreihe die Rede. Grundlage der Begriffsbildung ist die 
Berechnung der Zahlen (“computatio”). Diese besteht in der Hinzufiigung der 
Einheit. Erganzt wird diese Definition durch die folgenden Forderungen (“peti- 
tiones”): 
3. Seriem numerorum in infinitum posse procedere. 
4. Nullum numerum in infinitum posse diminui [Euclid 1546, VII. Pet. 3, 41. 
Diese beiden Forderungen stellen fest, da8 die Zahlenreihe (“series”) einen 
Anfang hat-keine Zahl kann beliebig vermindert werden-und da8 der in der 
Definition angegebene Rechenschritt-Addition einer Einheit-immer wieder 
angewandt werden kann. Er fiihrt so zur “Berechnung” (“computatio”) immer 
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netter Zahlen. Das verwendete Wort “series” unterstreicht ebenfalls die Verkniip- 
fung zwischen den ZahIen, die durch den festgelegten einfachen Rechenschritt 
hergestellt wird. Die Fortsetzbarkeit der Reihe ins Unendliche wird gerade durch 
diese Rechnung garantiert, dies allerdings nur bei gegebenem Anfang gemal3 For- 
derung 4. 
Soweit ergibt sich bei Campanus ein durchaus modern anmutendes Bild. Zu- 
satzlich zu dieser Schilderung der Zuhlenreihe tritt aber bei Campanus noch die 
traditionelle Zahlendefinition auf: “Numerus est multitudo ex unitatibus compo- 
sita” [Euclid 1546, VII. Def. 21. 
Diese Erklarung stellt die “Zahl” nicht in den rechnerischen Zusammenhang 
der Zahlenreihe. Sie wird vielmehr fur sich isoliert betrachtet. Beide Vorstel- 
lungen passen streng genommen nicht zusammen. Die hier angesprochene “com- 
positio” ist nicht ohne weiteres mit der durch Campanus angesprochenen Addi- 
tion identifizierbar. Die vorliegende Definition spricht eher von einer Anhtiufung 
von Einheiten in einer Zahl, die als eine “Vielheit” (“multitudo”) angesprochen 
wird. 
Die Zahl ist hier nicht Ergebnis eines Rechenprozesses. Sie ist vielmehr ein 
“Ganzes”, das als “Gegenstand” in der arithmetischen Theorie beschrieben 
wird. Es handelt sich hier also urn die “Zahl” im Rahmen “vortechnischen 
Denkens”. 
Die Einftigung des Campanus ftihrt also zu einer gewissen Znkonsistenz be- 
ztiglich des zugrunde gelegten Zahlenbegriffs. Auf der einen Seite steht die aus der 
zweiten Version der Adelard -Ubersetzung der Elemente [VII. Def. 21 wortlich 
entnommene traditionelle Definition von “Zahl”. Auf der anderen Seite wird 
“Zahl” in rechnerischem Zusammenhang gesehen. Diese Version ftihrt sich 
grobenteils auf die Arithmetica des Jordanus zuriick [I. Def. 3, 1. Pet. 31. Die 
Forderung der Begrenztheit der Zahlenreihe hinsichtlich der Verkleinerung 
findet sich bei Jordanus selbst nicht, wohl aber in der Druckausgabe der Arith- 
metica von 1496. Diese Feststellung ist unter dem Aspekt der allmahlichen 
“Technisierung” des Zahlbegriffs interessant, weil dadurch erst ein fester 
Ausgangspunkt fiir die rechnerische Ermittlung der einzelnen Zahlen der 
Zahlenreihe gegeben ist. Diese Erganzung scheint erst durch Campanus hin- 
zugefiigt worden zu sein. Allerdings entscheidet sich such Campanus noch nicht 
eindeutig fur die “technische” Auffassung. 
Dieser Versuch des Campanus, den bei Jordanus starker an der Rechenpraxis 
orientierten Ansatz mit dem traditionellen “theoretischen” Ansatz zu vereinigen, 
kann als fur die mittelalterliche Situation charakteristisch bezeichnet werden. 
Diese Feststellung gilt insbesondere dann, wenn man sich in der etwa durch 
Boethius exemplifizierten, neuplatonisch gefarbten pythagoreischen Tradition 
umsieht. 
Besonders auffallig in dieser Hinsicht ist die Tatsache, daR Boethius zwar an 
verschiedenen Stellen den Terminus “series” verwendet [Friedlein 1867 I, 35-36, 
53-57, 64; II, 381, der such in der “technischen” Fassung des Zahlbegriffs bei 
Jordanus und in der Folge bei Campanus auftritt. Dieser Terminus wird aber 
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nirgends zur Beschreibung der Zuhlenreihe (“series numerorum”) herangezogen. 
An die Stelle eines Verweises auf die Zahlenreihe im spateren Sinne tritt bei 
Boethius gelegentlich der Terminus “dispositio” (Verteilung), der in die Richtung 
der vergleichsweise “lockeren” Zusammenfassung oder Anhaufung der Einheiten 
in seiner Zahl-Definition [Friedlein 1867, I, 161 deutet. “Series” deutet in dieser 
neuplatonisch gefarbten Sichtweise lediglich eine lockere Abfolge von Beispielen 
fur ein zugrunde liegendes Muster an. In diesem Sinne spricht Boethius etwa bei 
der Schilderung des Vorgehens bei der Ausbildung des “Siebes des Eratos- 
thenes” von Zahlen, die die “series” darbietet, oder von Zahlen, die in derselben 
Reihe (“serie”) vorkommen u.s.f. Im Unterschied zu diesem andeutenden 
Sprachgebrauch, der tiber bestimmte Zahlen hinaus auf ein dahinterstehendes 
Muster hinweist, versuchen Jordanus und Campanus “series” als “series nu- 
merorum” zu dejinieren. Sie greifen dazu auf die aus der Rechenpraxis bekannte 
Addition zurtick. Darin liegt die Neuerung im Vergleich zur genannten Tradition, 
die durch den Hinweis auf “Technik” besonders hervorgehoben werden ~011. Es 
ist zwar zutreffend, dal3 such der erwahnte traditionelle Zahlbegriff unter- 
schiedliche Komponenten aufweist. Man kann in diesem Zusammenhang von 
einer “genetischen” und einer “theoretischen” Definition von “Zahl” sprechen, 
die zu vereinigen Euklid versucht [Gericke 1970, 26-281. Die mit der “techni- 
schen” Sicht verwandte “genetische” Auffassung, die in lockerer Weise auf das 
System der Einheiten verweist und durch Jamblichos dem Thales zugeschrieben 
wird, legt zwar die geschilderte Verwendungsweise von “series” bei Boethius 
nahe, unterscheidet sich aber mal3geblich vom “technischen” Ansatz des Mittel- 
alters. Dieser versucht im Wege iiber die Angabe einer zumindest aus der 
“Praxis” bekannten Rechenregel die Herstellung jeder Zahl zu bestimmen. Da- 
durch sol1 in der Folge die gesamte Zahlenreihe bestimmt werden. Zusatzlich wird 
in der betrachteten Phase der Erfassung dieses Begriffs die unbeschrankte Durch- 
fiihrbarkeit der Rechnung gefordert, die durch den damals naheliegenden Hinweis 
auf die Praxis nicht garantiert werden kann. Man kann daher zwar die in der 
Antike vorliegende “genetische” Tradition als eine historische Voraussetzung zur 
Ausbildung der “technischen” Auffassung des Mittelalters sehen. Letztere un- 
terscheidet sich aber mal3geblich von ihr, da sie im Vergleich zur “genetischen” 
Fassung wesentlich aktiver und zielorientierter ist. 
Im Kommentar des Campanus wirkt sich die angesprochene Znkonsistenz such 
an anderen Stellen aus. In ihnen tritt ein rechnerisches Element hervor, das 
jedoch nicht vollstandig zum Durchbruch gelangt. Ein besonders schones Beispiel 
daftir stellen die Ausftihrungen zur 11. Definition des 5. Buches der “Elemente” 
dar. Dot-t versucht er eine Rechtfertigung Euklids, der von der Verdoppelung 
[Euclid 1546, V. Def. lo] und der Verdreifachung [Euclid 1546, V. Def. 111 einer 
Proportion spricht, die eingefiihrte Terminologie aber nicht tiber diese Schwelle 
fortsetzt. Dabei benutzt Campanus die folgende geometrische Analogie: 
Est ergo ac si diceret proportio duarum quantitatum, est simplex intervallum, et habens 
naturam simplicis dimensionis ut lineae: proportionalitas autem trium, est duplex interval- 
lum. et habens naturam duplicis dimensionis ut superficiei: proportionalitas autem quatuor, 
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est triplex intervallum, et habens naturam trinae dimensionis ut solidi. [Euclid 1546, V. Def. 
11 und Kommentar 1081 
Die “proportio’‘-d.i. das Verhaltnis zwischen Grogen-besteht im einfachsten 
Fall zwischen zwei Grogen. Diese lassen sich als Endpunkte einer Strecke (“inter- 
vallum”) deuten. Schiebt man nun zwischen diesen GrGBen eine mittlere Propor- 
tionale ein, so hat man eine Beziehung zwischen drei GroDen, die als Quadrat 
gedeutet werden kann. Dieses entsteht nach der hier vertretenen Ansicht durch 
die Multiplikation von zwei gleichen Strecken. Werden zwischen die ursprtingli- 
then GriiDen zwei mittlere Proportionalen eingefiigt, so kann die dabei entste- 
hende Beziehung zwischen vier GroSen als Wtirfel gedeutet werden: Die Multipli- 
kation zwischen dem Quadrat und der entsprechenden Strecke ergibt einen 
solchen. Aus dieser vergleichenden Betrachtung schlieljt er nun: 
Et quia dimensiones ulterius non procedunt, ideo non diffinivit proportionem contentam inter 
extremos proportionalitatis in quinque terminis, aut pluribus constitutae. [Euclid 1546, 1081 
Die Analogie zwischen Verhaltnissen und Strecken ftihrt also Campanus dazu, 
eine Weiterftihrung des Gedankenganges zunachst abzulehnen: Es gibt eben-wie 
allgemein bekannt und durch Aristoteles klar ausgedrtickt-keine grofiere als die 
dritte Dimension. Euklid scheint damit gerechtfertigt. 
Auf der anderen Seite aber beruft sich Campanus an dieser Stelle such ganz 
wesentlich auf einen Rechenprozeg: auf den bereits beschriebenen Prozelj der 
Bildung der Zahlenreihe (“series”). Dieser ist seiner Ansicht nach ins Unendliche 
fortsetzbar. Er ist mit dem hier angebotenen AbschluB der Argumentation 
eigentlich doch nicht zufrieden: 
Si enim in tribus terminis proportio extremorum constat ex proportione primorum duplicata, 
et in quatuor terminis, ex eadem triplicata, in quinque terminis constat, ex eadem quadrupli- 
cata, et in sex ex eadem quincuplicata (. .), et ita deinceps: ut semper proportio extre- 
morum in terminis continue proportionalibus toties contineat proportionem primorum, quot 
sunt omnes termini, minus uno. [Euclid 1546, 1081 
Er rechnet doch schematisch weiter und gelangt so zu einer allgemein gehaltenen 
Rechenregel: Die Zahl der “einfachen” Proportionen, die die ganze zusammen- 
setzen, entspricht der urn Eins verminderten Zahl der Termini, die in dieser 
Beziehung zueinander stehen. 
Einerseits wird also die angezogene Analogie zur Begrtindung fur das Abbre- 
then der eingeftihrten Terminologie bei der “Verdreifachung” der Proportion im 
vorliegenden Text verwendet, andererseits aber fiihrt gerade die dabei ins Spiel 
gebrachte Denkweise zu einer Sprengung dieser Schranken und zur Bildung ent- 
sprechender Rechenregeln: Campanus entscheidet sich wiederum nicht [Knapp 
19811 zwischen der “technischen” und der “vortechnischen” Zahlenauffassung. 
Die “vortechnische” Denkweise verlangt keinesfalls die schematische Fortsetz- 
barkeit des in der Analogie angezogenen Gedankengangs in der durch Campanus 
durchgefuhrten Art. “Zahl” ist hier ein “Objekt”, das unabhiingig von anderen 
Zahlen betrachtet werden kann. Wenn iiberhaupt von der Beziehung einer Zahl zu 
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einer anderen gesprochen wird, so nur im Falle des Vorangehens von anderen 
Zahlen: Sie sind dann such als “Teile” des gegebenen “Ganzen“ zu sehen. 
2. DIE ZAHL ALS “TERMINUS” IM RECHENPROZESS 
Die Zahlenauffassung des Jordanus de Nemore bildet die Grundlage zu den 
Einfiigungen und Anderungen des Euklidtexts durch Campanus. Besonders 
deutlich kommt diese in der Schrift “De numeris datis” [Hughes 19S13 zum 
Ausdruck. Jordanus greift in dieser Schrift nirgends auf geometrische Skizzen 
zuriick. Dies gilt sogar fur die S%tze des vierten Buches, in denen er die im 
lateinischen Westen seit der Ubersetzung der Algebra des Alchwarizmi ins La- 
teinische bekannten F2ille der quadratischen Gleichung lost. Die angegebenen 
Losungen sttitzen sich auf das urspriinglich durch geometrische Analogien moti- 
vierte Verfahren der quadratischen Ergdnzung. Wir greifen auf das Beispiel des 
achten Satzes aus dem vierten Buch zurtick. Die Darstellung des Jordanus weist 
in diesem, wie in ailen iibrigen Fallen, drei Abschnitte auf: Zuerst wird der Satz 
in allgemeiner Gestalt ausgesprochen, daran schliegt sich ein Teil an, der den 
zur Losung ftihrenden Rechengang in allgemeiner Form schildert. SchlieRlich 
wird das erarbeitete Liisungsrezept anhand eines Zahlenbeispiels erprobt und 
sozusagen durch “Erfahrung” bestatigt. Jordanus geht es besonders urn die 
Schilderung der Rechnung als einer Kette uon Rechenschritten und urn das 
Aufstellen des Losungsrezepts. 
Im gewahlten Beispiel wird der folgende Satz ausgesprochen: “Si quadratus 
cum additione radicis suae per datum numerum multipiicate datum numerum 
fecerit, ipse etiam datus erit” [Hughes 1981, IOO]. 
Ubertragt man diesen Satz in die moderne symbolische Gestalt, erhtilt man die 
Gleichung: x2 + nx = m, von der behauptet wird, dab bei gegebenen Zahlen “n” 
und “ml’ die Zahl “x” gegeben ist [Hughes 1981, 571. 
Der Rechengang wird folgendermagen geschildert: 
Sit quadratus a, radix eius b multiplicata per cd, ut et c et d sit eius medietes, atque ex 6 in cd 
fiat e, sitque ae datus. Quia igitur bed secundum b multiplicatus facit ae, quadrato d adiuncto 
ad ae fiant aef. Eritque aef, quod fit ex bc in se. Cumque sit aefdatus, erit et bc datus. 
Subtract0 igitur c remanebit b datus, et sic a datus erit. [Hughes 1981, MO] 
Zuntichst wird das Quadrat durch a, dessen Seite-die “Wurzel’‘-durch b 
bezeichnet. Beide “Grijgen” sind nicht gegeben. Jordanus unterscheidet bei 
seiner Buchstabenwahl nicht zwischen bekannten und den unbekannten Zahlen. 
Er wtihlt einfach Buchstaben in der Reihenfolge des Alphabets fur jede “Zahl”. 
Anfang und Ende eines Rechenschrittes werden unterschieden und daher durch 
uerschiedene Buchstaben bezeichnet. Der Vorgang des Wurzelziehens fuhrt von 
“a” nach “b”. Dabei hat entsprechend der aristotelischen Auffassung der Ver%n- 
derung (= “Bewegung”) das “Ziel” (= Ende) das bestimmende Ubergewicht. b 
wird nun mit der gegebenen Zahl entsprechend der Aufgabenstellung multipliziert. 
Dabei entsteht das Produkt e, das wiederum durch einen neuen Buchstaben 
dargestellt wird als “Ergebnis” einer Rechnung. 
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Gemtil3 der Problemstellung ist die “Summe” von a und e (“cum additione”) 
eine gegebene Zahl. Sie wird durch ae angedeutet [2]. Jetzt wird das Verfahren 
der quadratischen Ergiinzung angewandt: Die Berechung einer weken Zahl f 
und deren Hinzufiigung zu der gegebenen Zahl “ae”, soda0 “aef” entsteht, fiihrt 
zur LGsung. Allerdings ist dabei “f” so zu berechnen, da8 “aef” dem Qua&at 
“bc” entspricht. Bildet man dann die Wurzel aus der gegehenen Zahl “aef” 
und zieht davon “c” ab, erhtilt man “b”, die gesuchte Wurzel bei gegebenem 
“ -7 c . 
Jordanus berechnet “f” als Quadrat einer Zahl “d”. Diese wiederum erhtilt er 
durch Teilung (“divisio”) der gegebenen Zahl, die mit “b” rnultipliziert “e” 
ergibt, in die Htilften LLc” und “d”. Auch hier wtihlt er wiederum einen neuen 
Bochstaben fiir jedes einzelne “Ergebnis” der Halbierung, eines im Mittelalter 
als Grundrechnungsart angesehenen Rechenverfahrens. Bei dieser Berechnung 
von “f” ist gesichert, dal3 es sich urn eine gegebene Zahl handelt. Auch l%Rt sich 
“f” als “Quadrat” zu den beiden Zahlen “a” und “e” hinzufiigen. Es handelt 
sich immer urn sogenannte Fliichenzahlen. Die hier angesprochene Humogeni- 
tdtsfurderung beziiglich der Zahlen (bzw. GrdBen) wird erst durch Vi&e in 
seiner “Isogoge” explizit hervorgehoben [Vi&e 1646, l-121. Sie ist aber auf 
intuitiver Ebene klar, denn das Zusammenfiigen geometrisch-ungleichartiger 
GriiBen fiihrt zu nichts Neuem. Zahlen werden aber der Tradition gem%l3 in 
geometrischem Rahmen gedeutet [Molland 1978, 140-421. 
Obwohl sich der Kern des Losungsverfahrens, n%mlich der Vergleich zwischen 
der Zahl “aef” und dem Quadrat von “bc”, auf die aus der arabischen Tradition 
bekannten geometrischen Analogien zu den Zahlen stiitzt. bemiiht sich Jordanus, 
diese in den Hintergrund treten zu lassen. Ihn interessiert der Rechengang in 
seiner allgemeinen Gestalt. Er benutzt daher zur Andeutung der Allgemeinheit 
Buchstaben, die den Anfang und in erster Linie das Ende eines Rechenschrittes 
darstellen. 
Jordanus strebt nach der Auffassung von Zahlen als “Termini” im rhetorisch- 
logischen Sinne. Dabei betrachtet er die einzelnen Rechenschritte selbst. In jedem 
solchen Schritt wird die Anfangszahl durch die entsprechende Endzahl ersetzt. 
Diese Betrachtungsweise setzt einen ausreichenden Entwicklungsstandard der 
operativen Arithmetik voraus, die theoretische Beherrschung der einfachen Re- 
chenverfahren. Darin dokumentiert sich die vorwiegend “technische” Ausrich- 
tung des Denkens, die sich im 13. Jahrhundert such innerhalb der mathematischen 
Theorie durchzusetzen beginnt. Wie in “De numeris datis” geht es such in den 
“Data” des Euklid urn die Liisung gestellter Probleme. Beide Werke stehen daher 
in der in die Neuzeit sich fortsetzenden analytischen Tradition [Hughes 1981, 
4-91. Auch steht in beiden das “Gegebene ” im Zentrum der ijberlegungen. Hin- 
sichtlich ihres Aufbaus sind sie Bhnlich. Sie stellen einer Anzahl von Sgtzen eine 
Liste von Definitionen voran. Schon diese Gemeinsamkeiten fiihren zu der Frage 
nach historischen Beziehungen zwischen diesen Schriften. Die Antwort auf die 
Frage nach der Bedeutung der “Data” als Quelle fiir das Buch des Jordanus ist 
von dieser Warte aus enttguschend: Sechs SBtze des Jordanus haben ein Cegen- 
stiick bei Euklid. Es sind dies die SBtze 2,5,7,8,84 und 85 der “Data”, denen der 
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Reihe nach die Satze 11.2, 11.5, 11.19, 11.7, I.5 und I.3 aus “De numeris datis” 
ensprechen. Schon die vollig unterschiedliche Anordnung dieser Satze in beiden 
Schriften gibt einen Hinweis auf ihre unterschiedliche methodische Orientierung: 
Satze uber “Proportionen” treten bei Jordanus erst im zweiten Buch auf, 
wahrend sie bei Euklid gleich zu Beginn abgehandelt werden. Offenbar erscheint 
dieses Thema Euklid grundlegender als Jordanus. Die auf Figuren bezogenen 
Satze 84 und 85 finden sich dagegen im ersten Buch von “De numeris datis”. Es 
ist daher zu erwarten, d& iiber den Unterschied zwischen beiden Werken hin- 
aus-das eine ist geometrisch, das andere arithmetisch-noch tiefergehende 
Verschiedenheiten zu entdecken sind. Diese charakterisieren die “technische” 
Denkweise im Unterschied zu der zwar ebenfalls problemorientierten, aber “vor- 
technischen” Denkweise bei Euklid. 
Wie bereits erwahnt, stellen beide Autoren ihren Satzen Dejinitionen voran. 
Allerdings ist ihre Liste bei Jordanus im Vergleich zu denen aus den “Data” kurz. 
Sie umfal3t nur drei Definitionen. 
Bei Euklid sind es wenigstens zwolf, wenn man die spater hinzugefugten drei 
weglal3t [Menge 1896, l-51. In beiden Zusammenhangen wird in diesem Abschnitt 
der Begriff des “Gegebenen” zu prazisieren versucht, wie er in den jeweils nach- 
folgenden Satzen zugrunde gelegt wird. 
Im Rahmen der “Data” konnen “Dinge” der GroBe und der Lage nach gegeben 
sein. Diese “Dinge” sind “einfache”, wie Linien, Winkel und Inhalte (“spatia”), 
oder Figuren und deren Teile. Schlierjlich such Verhaltnisse oder GroBen, die 
grol3er oder kleiner sind als andere. Die Reihenfolge der Definitionen orientiert 
sich in der Regel an der Folge der Definitionen dieser “Dinge” im ersten Buch der 
Elemente. Dadurch wird bereits die enge Beziehung dieser Schrift zur theoreti- 
schen Grundlage in den Elementen angedeutet. Im Kern wird das Gegebensein 
der GroBe nach auf den Vergleich zwischen GroBen zurtickgefiihrt, der sich wie- 
derum auf die Axiome des ersten Buches der Elemente zuruckftihren lal3t. Der 
Kern dieser Begriffsbildung geht aus den beiden ersten Definitionen hervor: 
1. “Data magnitudine dicuntur et spatia et lineae et anguli, quibus aequalia 
comparare possimus.” 
2. “Ratio data esse dicitur, cui eadem comparare possimus” [Menge 
1896, 31. 
Immer hangt das Gegebensein eines “Dinges” von der Moglichkeit ab, es mit 
einem anderen vergleichen zu konnen. Dabei mu13 Gleichheit feststellbar sein. 
Gegebensein der Lage nach liegt im Prinzip bei Ortsgleichheit vor. 
Der den “Data” zugrunde gelegte Begriff des “Gegebenen” sttitzt sich auf die 
geometrische Theorie und das darin niedergelegte Verfahren des GroBen- 
vergleichs. 
Dagegen hat es Jordanus in “De numeris datis” mit arithmetischen Sach- 
verhalten zu tun. Seine Auffassung des “Gegebenseins” versucht et-, in drei 
Schritten zu prazisieren: 
Numerus dabs est, cuiOs s quantitas nota est. Numerus ad alium datus est cum ipsius ad 
illum est proportio data. Data est autem proportio cum ipsius denominatio est cog&a. 
[Hughes 1981, 571 
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Der erste Schritt bezieht sich auf “Zahlen”, der zweite spricht vom Gegebensein 
einer Zahl relativ zu einer anderen bei gegebenem Zahlenverhahnis. Das Gege- 
bensein von Zahlenverhahnissen legt die dritte Definition fest. Die Reihenfolge 
dieser Definitionen entspricht such im Grogen und Ganzen den bereits angedeute- 
ten Gesichtspunkten beim Aufbau des gesamten Werkes: “Proportionen” sieht 
Jordanus im Unterschied zu Euklid als durch das Hinzutreten eines Gliedes zum 
anderen gebildet an und behandelt sie daher erst an spaterer Stelle. Grundlage 
dieser Auffassung ist sein an der Rechentechnik orientiertes Verstandnis der 
Arithmetik. Ausgangspunkte der Rechnung sind Zahlen, wie er sie versteht. Zu 
einer Zahl tritt eine andere hinzu. So wird ein Zahlenverhaltnis gebildet. Dieses ist 
aber erst als gegeben anzusehen, wenn seine Denomination bekannt ist. Unter 
dieser versteht er das Ergebnis der Division des ersten Gliedes der Proportion 
durch das zweite: “Denominacio vero proportionis huius ad illud est quod exit ex 
divisione huius per illud” [Busard 1971, 2051. Sie la& sich sicherlich erst dann 
durchftihren, wenn die betreffenden Zahlen gegeben sind. Dies wiederum setzt 
seiner Auffassung nach die Kenntnis des “Wertes” (quantitas) der betreffenden 
Zahlen voraus. Die Schilderung dieser Auffassung zeigt deutlich, dab Jordanus 
bei seiner Begriffsbildung im Unterschied zu Euklid von der Beschreibung des 
Prozesses der Division ausgeht. Diesen sieht er als ein Mittel des Erkennens, weil 
durch ihn Zahlen als Rechenergebnisse bestimmt und dadurch “bekannt” wer- 
den. Auf diese Art des Bekanntseins ftihrt er das Gegebensein von “Zahlen” 
zurtick. Dies deutet such die Verwendung des Terminus “denominatio” an. Seine 
Auffassung ist hier weitgehend analog der des Sacrobosco bei der Schilderung der 
Division, die noch zu betrachten sein wird. 
Sehr deutlich kommt der eben herausgearbeitete Unterschied zwischen der an 
der geometrischen Theorie orientierten Auffassung Euklids und der in der 
Rechentechnik verankerten Betrachtungsweise des Jordanus im Bereich der Sgtze 
und ihrer “Beweise” zum Ausdruck. 
Sowohl Satz 2 der Data als such der zweite Satz des zweiten Buches von “De 
numeris datis” behaupten, da13 das jeweils andere Glied eines gegebenen 
Verhaltnisses bei gegebenem einen Glied ebenfalls gegeben ist. Die einzelnen 
Glieder, wie such das entsprechende Verhaltnis, sind jeweils entsprechend 
geometrisch oder arithmetisch zu interpretieren. Die entsprechenden Formu- 
lierungen lauten: “Si data magnitudo ad aliam magnitudinem rationem habet da- 
tam, data est etiam illa magnitudo” [Menge 1896,7: Prop. II]. “Si data numeri ad 
aliquem fuerit proportio data, et illum datum esse consequitur” [Hughes 1981,70: 
11.21. Beim “Beweis” spielen die jeweils vorangehenden Definitionen eine Rolle. 
So greift der Satz des Euklid auf die bereits erwahnten beiden Definitionen von 
“der Griirje nach gegebenen Dingen” (einfachen und Verhahnissen) zuruck. Da- 
gegen sind in Satz II.2 die Definitionen des Jordanus im Spiel. 
Im Unterschied zu Jordanus greift Euklid in seinem Beweis auf Satze aus den 
Elementen-der “Theorie”- zuruck. An dieser Stelle sind es sinngemti Satze 
aus der Proportionenlehre des ftinften Buches. Auch wird die logische Struktur 
des Beweisganges besonders herausgestellt. An seine Stelle tritt bei Jordanus die 
Berufung auf die Rechentechnik. 
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Aufgrund der vorausgesetzten Gegebenheit eines der beiden Glieder des 
Verhahnisses ergibt sich bei Euklid mit der ersten Definition das Gegebensein 
einer weiteren GroBe. Entsprechend folgt aufgrund des vorausgesetzten Gegeben- 
seins des Verhaltnisses mit der zweiten Definition, dal3 ein weiteres Verhaltnis 
gegeben ist. Dieses ist dem vorausgesetzten gleich. Mit Hilfe des 16. Satzes aus 
dem ftinften Buch der Elemente konnen die Vorderglieder der verglichenen 
Verhahnisse miteinander vertauscht werden. In dem ersten der so entstehenden 
Verhaltnise werden die oben bereits erwahnten gleichen GroBen miteinander in 
Beziehung gesetzt. Nach dem 14. Satz des ftinften Buches der Elemente sind dann 
such die Glieder des zweiten Verhaltnisses einander gleich. Somit ist nach der 
ersten Definition such das zweite Glied des als gegeben vorausgesetzten 
Verh%ltnisses gegeben. 
Wir bewegen uns hier ausschliebich im Rahmen der Proportionenlehre der 
geometrischen Theorie, die zur Losung des gestellten Problems herangezogen 
wird. 
Ganz anders sieht in dieser Hinsicht der “Beweis” von Satz II.2 aus “De 
numeris datis” aus: Das gestellte Problem wird in zwei Rechengtinge aufge- 
spalten: 1st das zweite Glied des Verhaltnisses gegeben, so wird dieses mit dem 
“Wert” des Verhaltnisses multipliziert. Das Ergebnis ist das gesuchte erste Glied. 
1st das erste Glied des Verhaltnisses gegeben, so wird dieses durch die “De- 
nomination” des Verhaltnisses dividiert. Das Ergebnis ist das gesuchte zweite 
Glied des Verhaltnisses. Entsprechend der ersten Definition ist das jeweils 
berechnete Glied gegeben, weil sein “Wert”’ (quantitas) durch die Rechnung be- 
kannt ist. “Zahl” ist in dem bereits erwahnten Sinne als Terminus des Rechenpro- 
zesses zu sehen. Nach der dritten Definition hat ein gegebenes Verhaltnis immer 
einen “Wert”, die sogenannte “Denomination”. Er ist das Ergebnis der Division 
der Glieder durcheinander und daher h&fig keine Zahl im Sinne der Antike. 
Dies ermoglicht fiir Jordanus die Ausftihrung der erwtihnten Multiplikation bzw. 
Division, weil such diese ein Terminus ist. Diese Termini ragen aus dem Gang 
der in der iiberlieferten Rechenpraxis hervor und sind in ihr verankert. Auf 
sie beruft sich Jordanus, wenn er uns seine Losungsrezepte vorftihrt. Die fur 
E&lid maRgebliche Theorie hat fiir ihn dagegen den Charakter des Neuen und 
Ungewohnten, das erst in den Gedankengang integriert werden mu& 
3. “THEORIE DER PRAXIS” UND ZAHL 
Die sogenannten Algorismus-Schriften befassen sich mit der in der Theorie des 
13. Jahrhunderts vorausgesetzten theoretischen Erfassung der elementaren Re- 
chenverfahren. Sie greifen dabei einerseits auf die Rechentechnik der Zeit zuriick 
und zeigen, wie diese anzuwenden ist; andererseits sprechen sie in allgemeiner 
Form Regeln und Definitionen aus. Diese sollen dem Lernenden dienen. Diese 
Schriften verfolgen damit zwei unterschiedliche Zielsetzungen als Unterrichts- 
texte fur den Lehrbetrieb der Klosterschulen und spater der Universitaten und 
zur Erlauterung der Anwendungsweise der Rechentechnik selbst. In der gleich- 
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zeitigen Geometrie wird dieser Unterschied klarer gesehen als in der Arithmetik. 
Dort unterscheidet man in diesem Zusammenhang zwischen theoretischer und 
pruktischer Geometrie [Victor 1979, 3-231. Erstere handelt von der Technik 
(“agere de arte”), letztere findet mit Hilfe der Technik statt (“agere per artem”). 
So ist erstere vorwiegend Lehre, letztere dagegen Anwendang. Ganz in diesem 
Sinne tritt uns die operative Arithmetik als “Theorie der Praxis” entgegen, die in 
dieser Epoche in folgerichtiger Weise der Geometrie zugeordnet wird. Sie wird 
vorwiegend anwendungsbezogen verstanden. Bei der Berechnung von Fla- 
cheninhalten und Volumina hat man zu multiplizieren. Die Bestimmung von 
Seitenlangen an Figuren und Korpern bei gegebenem Inhalt dagegen erfordert 
Divisionen [Bergmann 1985, 1771. 
Theorien dieses Typs treten im frtihen Mittelalter neu auf und konnen als 
charakteristisch fur den neuen Stand der Erkenntnis gelten. In der Arithmetik 
durchdringen sich gerade auf diesem Gebiet die beiden genannten Zahlauffas- 
sungen wechselseitig. Zugleich entsteht das neue Verstandnis der Zuhl als 
Zeichen (“terminus”), wie wir es bei Jordanus in besonderem MaBe ausgebildet 
vorfinden. 
Eine althergebrachte Art zu Rechnen besteht in jener Zeit im Schreiben von 
Zeichen und Linien auf einer mit Staub bestreuten Tafel, der sogenannten 
“Mensa geometricalis”. Als Schreibwerkzeug dient ein Griffei [Mahoney 1978, 
150-159; Menninger 1958 II, 141, 211, 259-60; Scriba 1968, 601. 
Diese Technik ermoglicht das Ausliischen der Zeichen und ihre Ersetzung 
durch neue. Die Algorismus-Schriften lehren durchgangig Methoden, die auf 
Auslosch- und Ersetzungsverfahren basieren. Dadurch wird der Zeichenaspekt 
der Zahl deutlicher als bisher herausgestellt. 
Ein im Betrieb der Universitat besonders einflul3reicher Text dieser Art ist der 
am Anfang des 13. Jahrhunderts von John Halifax-genannt Sacrobosco-ver- 
fal3te “Algorismus Vulgaris” [Sacrobosco 18971. Grundlage ist die Darstellung 
der Zahl im Positionssystem mit der Basis zehn in arubischen Zeichen. Daran 
anschlieljend werden die elementaren Rechenverfahren definiert. SchlieBlich wird 
die entsprechende Vorgangsweise beim Rechnen in allgemeiner Gestalt erlautert. 
Dieses Gliederungsschema entspricht der Gliederung aller Schriften dieses Typs. 
Es geht auf die seit Anfang des 12. Jahrhunderts vorliegenden Ubersetzungen der 
arithmetischen Schrift des Alchwarizmi und ihre Bearbeitung durch Johannes 
Hispalensis zurtick [Juschkewitsch 1964, 20-24; Vogel 1963, 42-441. 
Zahlen sind fur Sacrobosco immer Anordnungen von Ziffern (“ordines 
figurarum”). Fur die Ausftihrung der Rechnungen auf der Staubtafel ist gerade 
diese Anordnung von ausschlaggebender Bedeutung. Die Ziffern der einzelnen in 
die Rechnung eingehenden Zahlen werden entsprechend unter- oder iibereinan- 
der geschrieben. Dabei werden Ziffern geloscht und durch andere ersetzt. Der 
Vorgang der Loschung und Ersetzung ermoglicht einerseits auf weite Strecken 
eine Interpretation, die sich nur wenig von der uortechnischen Auffassung der 
Zahl abhebt. Andererseits aber wird gerade dadurch die Ausbildung der Zeichen- 
auffassung der Zahl nahegelegt, die eine Voraussetzung der technischen 
Zahlenauffassung ist. 
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Obwohl die neue Zahlenschreibweise bzw. das Rechnen auf der Staubtafel 
tiberall die Grundlage der Ausfiihrungen bilden, zeigen die Erklkungen der Addi- 
tion und der Subtruktion Gemeinsamkeiten, die noch auf die klassische Zahlauf- 
fassung hindeuten. Im Unterschied dazu schiebt sich in den Definitionen der 
Multiplikation und besonders der Division die “neue” Auffassung starker in den 
Vordergrund . 
Entsprechend ist in den Definitionen von Addition und Subtraktion im vor- 
liegenden Text nur von zwei zur Rechnung notwendigen Zahlen die Rede: Das 
Rechenergebnis wird durch schrittweises Loschen und Ersetzen von Ziffern auf 
der Tafel erhalten und ersetzt so die jeweilige Ausgangszahl der Rechnung. Das 
Ergebnis-die sogenannte “Summe” [3]-wird auf diese Weise sichtbar (“vi- 
deatur”). Sie kommt sozusagen von selbst-von Natur aus-zum Vorschein und 
ist daher kein notwendiger Teil der Rechnung. Auch beim Rechnen auf dem 
antiken Abakus sind in diesen Fallen zwei “ Zahlen” notwendig. Das Ergebnis 
wird “sichtbar’ ‘. 
Besonders klar kommt das Gesagte in der Schilderung zum Ausdruck, die von 
der Addition gegeben wird: 
Additio est numeri vel numerorum ad numerum aggregatio, ut videatur summa excedens. In 
additione duo ordines figurarum, id est duo numeri ad minus sunt necessarii, scilicet nu- 
merus, cui debet fieri additio, et numerus addendus. [Sacrobosco 1897, 31 
Diese scheinbare Angleichung der Interpretation der Rechenverfahren an das 
antike Vorbild gelingt bei der Schilderung von Multiplikation und Division nicht 
mehr. Dort ist bereits von drei in der Regel notwendigen Zahlen die Rede. Das 
Ergebnis der Multiplikation wird nicht einfach als “Summe” bezeichnet. Neben 
diesen Terminus tritt der neu gebildete “Productus”: Bei der Multiplikation wird 
eben etwas Neues “hervorgebracht”. Dies setzt eine gerichtete Aktivitiit voraus. 
Das Ergebnis wird nicht sozusagen von selbst sichtbar. Zwar tritt es beim 
Rechnen auf der StaubtufPl schlierjlich an die Stelle des Multiplikanden, der Ziffer 
fur Ziffer ausgeloscht wird, trotzdem aber mu13 bei der Multiplikation das mtihsam 
zu erlernende “Einmal-Eins” oder eine zu diesem Zweck angefertigte Multiplika- 
tionstufel verwendet werden. So erhalt das Ergebnis den Charakter des Neuen. 
Auch der Muitiplikator wird dabei von links nach rechts vorgeschoben, was die 
Aktivitat des Rechenvorganges-seinen handwerklichen Charakter-unter- 
streicht. Die weitestgehende Ablosung vom traditionellen Denkschema beztiglich 
der Rechenverfahren ist bei der Schilderung der Division anzutreffen. Hier ersetzt 
nicht das Rechenergebnis-Quotient-den Dividenden im Zuge des Losch- und 
Ersetzungsverfahrens, sondern der Ziihler des Restes. Das Rechenergebnis findet 
sich schlieglich tiber dem Dividenden angeordnet. Damit zeigt sich schon rein 
verfahrensmabig ein Unterschied zu allen frtiher besprochenen Verfahren. Dieser 
deutet aber auf eine tiefer liegende Problematik hin. Diese kommt in der 
Erklarung Sacroboscos gut zum Ausdruck: 
Divisio est numeri per numerum duobus numeris propositis maioris per minorem in tot partes 
distributio, quot sunt unitates in minor. Notandum igitur, quod in divisione tres numeri sunt 
necessarii, scilicet numerus dividendus, et numerus dividens sive divisor, et numems deno- 
tans quotiens sive numerus exiens. [Sacrobosco 1897, 1 l] 
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Die Schilderung des Rechenuerfahrens “Division” greift auf das ur- 
spriinglichere Verstandnis des Terminus “divisio” zuriick: Auf die Verteilung 
(“distributio”) einer Zahl bzw. eines “Ganzen” in “Teile”, die gem&8 der anti- 
ken Arithmetik alle untereinander gleich zu sein haben. Allerdings wird hinzuge- 
fiigt, da8 es-anders als bei antiken Teilbarkeitstiberlegungen-hier auf die An- 
zahl der “Teile” ankommt [4]. Dies wird noch dadurch unterstrichen, da8 die 
dritte der “notwendigen” Zahlen als “numerus exiens”, d.h. als Ergebnis der 
Rechnung-als etwas Neues-bezeichnet wird. Diese Berechnungsweise findet 
sich such bei Leonardo von Pisa, der schreibt: “Et notandum quod numerus qui 
dividit vocatur dividens, vel divisor; et numerus qui provenit ex divisione vocatur 
procedens vel exiens” [Tropfke 1980 I, 2451. 
Sacrobosco fiigt noch “numerus denotans quotiens” hinzu. Diese Ausdrucks- 
weise setzt sich in abgektirzter Gestalt bis heute fort. Sie unterscheidet sich nicht 
nur von der Leonardos, sondern dariiber hinaus such von der bei Johannes Hispa- 
lensis, und in der Cambridger Handschrift. Hierin ist namlich von “Bezeichnen” 
die Rede. So gelangt die sprachorientierte Denkweise besonders klar zum 
Ausdruck, die die Wissenschaft seit dieser Zeit charakterisiert und in ganz beson- 
derem MaBe der Logik jener Epoche zugrunde liegt. Diese Auffassung findet sich 
jedenfalls in der den Algorismus-Schriften zugrunde liegenden Arithmetik 
Alchwarizmis nicht. Er schreibt: “Et scito quod divisio sit similis multiplicationi; 
sed hec fit e converse: quia in divisione minuimus, et ibi addimus” [Juschkewitsch 
1964, 39; Vogel 1963, 271. Im Unterschied zur Auffassung Sacroboscos ist hier 
ausschliel3lich eine Ankntipfung an die Subtraktion hergestellt und damit zugleich 
auf den inversen Charakter zur Multiplikation hingewiesen, die in analoger Weise 
auf die Addition zuriickgreift. Diese Fassung der Division gilt fur die arabische 
Mathematik der Zeit Alchwarizmis. Eine Anderung tritt diesbeztiglich erst tiber 
hundert Jahre spater bei Abu-I-Wafa (+997/g) ein: Das Verfahren der Division 
wird mit der griechischen Proportionentheorie in Verbindung gebracht, was in 
eine der mittelalterlichen vergleichbare Entwicklungsrichtung deutet. Dieser 
Vorgang der “theoretischen” Erlauterung eines “praktischen” Verfahrens lal3t 
sich aber nicht in eine direkte Beziehung zur von uns geschilderten Entstehung 
der mittelalterlichen “Theorie der Praxis” bringen. 
Nicht nur fur die Ausbildung der Terminologie ist die sprachliche Orientierung 
des Mittelalters bestimmend. Sie hat dartiber hinaus einen in der Folge wichtigen 
Zusammenhang mit der mathematischen Theorie, die sich gerade in diesem Falle 
als eine “Theorie der Praxis” erweist: Im Sinne der aus der Arithmetica [I. Def. 91 
von Jordanus tibernommenen Definition des Campanus lal3t sich der Quotient, 
das Divisionsergebnis, als eine denominierende Zahl auffassen: “Denominans est 
numerus secundum quem pars sumitur in suo toto” [Euclid 1546, VII. Def. 131. 
Das Divisionsverfahren ergibt eine Zahl im klassischen Sinne. Sie gibt an, wie oft 
der “Teil” vom zugrunde gelegten Ganzen weggenommen werden kann. Im Falle 
einer ohne Rest aufgehenden Division ergibt sich bei dieser Auffassung kein Pro- 
blem: Die Wegnahme des letzten “Teiles” erschopft das Ganze. Wir haben es mit 
echten Teilen im Sinne der Definition des funften Buches zu tun [Euclid 1546, V. 
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Def. 11. Problematisch wird diese Auffassung erst, wenn bei der Division ein Rest 
bleibt. Dieser wird nach dem Verstandnis der Algorismiker nicht zum 
Rechenergebnis hinzugerechnet. So kann der “numerus denotans quotiens” des 
Sacrobosco ohne weiteres mit dem “numerus denominans” gleichgesetzt werden. 
Es handelt sich dabei immer urn eine “Zahl”, die als Zeichen auf etwas Geome- 
trisches hinweist. Auf diese Weise versucht man, dieses berechenbar und damit 
mit praktischen Mitteln verstandlich zu machen. 
Neben der erwahnten Definition iibernimmt Campanus aber such die Definition 
der “Denominatio” [Euclid 1546, VII. Def. 203 aus der Arithmetica des Jordanus 
[II. Def. 81: “Denominatio dicitur proportionis minoris quidem numeri ad 
maiorem pars vel partes ipsius quae in maiore sunt.” 
Diese Erklarung fal3t zwei Moglichkeiten zusammen, von denen die erste 
bereits mit der zuerst besprochenen Definition des “numerus denominans” zu- 
sammenfallt. Die zweite Mijglichkeit uberschreitet den dort abgesteckten 
Spielraum, sodal man bei Verwendung des Begriffs “Denominatio” nicht mehr 
gezwungen ist, auf einen bei der Division allenfalls auftretenden Rest zu verges- 
sen. “Numerus” und Rest konnen so zusammengefaht als Denomination eines 
Verhahnisses (proportio) betrachtet werden. Allerdings bleibt dabei zunachst 
offen, ob man die so erhaltene Denomination doch irgendwie als “Zahl” verste- 
hen kann oder nicht. Interessant ist in diesem Zusammenhang hauptsachlich der 
Aufweis der Moglichkeit, ein geometrisches Gebilde-die Proportion--denomi- 
nieren zu klinnen. Die entsprechende Denomination ist in der Rechenpraxis 
verankert. 
Die beiden erwahnten Moglichkeiten werden durch die Wendung “pars vel 
partes” angedeutet. Diese Ausdrucksweise deutet auf das ftinfte Buch der “Ele- 
mente” hin, wo an erster Stelle “pars” definiert wird [Euclid 1546, V. Def. I]. 
Campanus erlautert diese klassische Definition, indem er eine Unterscheidung 
im “Sprachgebrauch” erltiutert. Dabei unterscheidet er zwischen “pars proprie 
sumpta” und “pars communiter sumpta.” Der erste Begriff entspricht dem klas- 
sischen Teilbegriff, wonach Teile eines Ganzen immer untereinander gleich sind 
und dieses restlos erschopfen. Demgegeniiber hat man es laut Campanus im Falle 
des “Teils im gewohnlichen Sinne” mit dem nur teilweisen Auschopfen des Gan- 
zen durch die Teile zu tun. Dieser Fall wird in der vorliegenden Definition der 
Denomination durch “partes” ausgedrtickt (“Menge von Teilen”). Die Moglich- 
keit, ein Verhaltnis zu denominieren, besteht in dieser Sichtweise eben in der 
Ausfihrbarkeit der Division, bei der neben dem Quotienten such ein Rest auftritt. 
Das Rechenergebnis verweist aber gemal dieser Auffassung auf zugrunde 
liegende theoretische Sachverhahe. Dadurch wird es zur Denomination. Es ist 
von dem betrachteten Verhaltnis bzw. von dem im fiinften Buch definierten 
“Teilen” verschieden, diesen “theoretischen” Dingen aber tugeordnet. Diese 
Betrachtungsweise fiihrt in allgemeiner Sicht auf die spiitantike Rhetorik zuriick 
[5]. Es besteht such ein gewisser Zusammenhang zur Verwendungsweise von 
“Denominatio” bei Aristoteles [Molland 1967, 340-342; Molland 1978, 152-1531. 
Mit der Rhetorik ist eine “technisch” orientierte Disziplin angesprochen: Sie 
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versucht durch den regelmagigen Einsatz bestimmter sprachlicher Mittel den 
Adressaten zu ganz bestimmten Reaktionen zu bewegen und kann so als ein Vor- 
laufer der gegenwartigen Psychotechnik verstanden werden. Gerade deshalb wird 
sie in der Antike aus dem Kanon der Wissenschaften ausgeklammert und teilweise 
in scharfer Form kritisiert und bekampft. In der Spatantike stellt sie aber zugleich 
einen wichtigen Bildungsinhalt dar. 
Diese “technische” Orientierung der Rhetorik ist fur das lateinische Mittelalter 
von grundlegender Bedeutung. Sie stellt eine Voraussetzung fur die im 12. 
Jahrhundert propagierte “Theorie der Praxis” dar. Vorgange der “Praxis” sollen 
hier theoretisch erfaRt werden. Das Hervorbringen von Ergebnissen allein ist in 
diesem Sinne nicht ausreichend. Vielmehr strebt man die Kontrolle und 
Steuerung der betreffenden Prozesse an. Dies gilt such in besonderem MaSe fur 
die Auffassung der Division. Ganz in Sinne der aristotelischen Auffassung, 
wonach ein ProzeI3 durch sein Ziel charakterisiert ist, kennzeichnet die Denomi- 
nation die Division. 
Dieser Auffassung kommt man zwar in der Spatantike und anschliefiend bei den 
Arabern sehr nahe. Es fehlt aber doch der entscheidende letzte Schritt im Sinne 
der angestrebten “Theorie der Praxis”, die Deutung des Rechenergebnisses als 
Zeichen. 
Zwar werden im Zuge der zumindest seit Hero von Alexandria spurbaren 
fortschreitenden Annaherung zwischen Geometrie und praktischem Rechnen 
nicht nur Strecken und Figuren, sondern dartiber hinaus such Verhaltnissen steti- 
ger GroI3en “Werte” zugeordnet. Diese Vorgangsweise, die sich bis in arabische 
Zeiten fortsetzt [Juschkewitsch/Rosenfeld 1963, 129-1361, stiigt aber auf grundle- 
gende Schwierigkeiten. Sie lassen sich erst im Rahmen der abendlandischen 
“Theorie der Praxis” beseitigen. Der “Wet?” eines derartigen Verhaltnisses ist 
gem&l3 der damaligen Auffassung “das, womit man das vorangehende Glied multi- 
plizieren mul3, urn das vorangehende zu erhalten” [Tropfke 1980 I, 129-130 und I, 
3211. Ausgangspunkt dieser jedenfalls bereits bei Theon von Alexandrien (urn 300 
n. Chr.) vertretenen Auffassung ist der theoretische Begriff der “Proportio” 
(= Verhaitnis). Ihr Vorderglied und ihr Hinterglied werden genannt. Der “Wert” 
sol1 mit ihrer Hilfe gebildet werden. Dazu sttitzt man sich auf das Rechenver- 
fahren der Multiphkation. Dieses ist aber im Rahmen der Theorie nur fur Zohlen, 
die Aggregate von Einheiten, erklart. Der “Wert” des Verhaltnisses wird als ein 
Faktor im Produkt bestimmt, das dem Hinterglied des Verhaltnisses entspricht. 
Dementsprechend mul3te er selbst eine Zahl sein. Dies gilt sicherlich nur im Sinne 
der Rechenpmxis, nicht im Sinne der Theorie der damaligen Zeit. Diese ambiva- 
lente Situation bleibt bis in die arabischen Zeiten erhalten. in denen man 
schlieblich zur Identijzierung von Verhaltnis und Division neigt. Sie bestimmt 
such die Schriften der Kaufleute und Praktiker. In diesem Zusammenhang Ia& 
sich auf al-Karagi verweisen, der schreibt: “Verhaltnis ist das. was mit dem 
zweiten Term multipliziert den ersten Term ergibt”, und fortsetzt: “Unter diesem 
Gesichtspunkt sind Division und Verhaltnis dieselbe Sache” [Tropfke 1980 I, 
3351. 
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Dieser von der “Theorie” her bestimmte Ansatz [Juschkewitsch/Rosenfeld 
1963, 941 ist im Vergleich zur geschilderten Denominationsauffassung der 
abendlandischen “Theorie der Praxis” unbefriedigend, obwohl sie bei ober- 
flachlicher Betrachtung mit ihr verwechselt werden kann. Gemal diesem tech- 
nisch-orientierten Verstandnis ftihrt man namlich zunachst eine “Division” 
im praktischen Sinne aus. Sie ist schon vor dem Auftreten der “Theorie” im 
Abendland wiederholt beschrieben und eingeiibt worden. Diese fuhrt zu einem 
Ergebnis, das durch diesen RechenprozeR bestimmt ist. Dieses Ergebnis 
schlieblich sticht besonders hervor. Daher betrachtet man es als Zeichen, das auf 
Theoretisches verweist. Das ist in diesem Falle die Proportion, die durch das 
Divisionsergebnis denominiert wird. Die hier herangezogene Division ist in ein- 
deutiger Weise Element der Rechenpraxis. Rechenergebnisse werden in diesem 
Sinne als “Zahlen” verstanden. Das Problem des Status des “Wertes” der Pro- 
portion in der spatantik-arabischen Tradition tritt in der technisch-orientierten 
abendlandischen Auffassung tiberhaupt nicht auf. 
Die mittelalterliche Arithmetik ist nicht mehr die Lehre von der “Zahl” als 
Gegenstund, sondern sie befagt sich mit der “Zahi” als Zeichen, das innerhalb 
eines Rechenprozesses ein anderes ersetzt. Diese Auffassung wird in den Algoris- 
musschriften durch die Einftihrung der im Schriftbild zunachst fremden ara- 
bischen Zahlzeichen unterstutzt, die sich auf etwas anderes beziehen [Neuge- 
bauer 19691. 
Das Interesse an einer “Theorie der Praxis” innerhalb der Arithmetik geht vor 
das Bekanntwerden der Schrift des Alchwarizmi zuruck. 
Seit etwa der zweiten Halfte des 10. Jahrhunderts werden Rechenvorgange in 
Abakus-Schriften beschrieben und erlautert. Diese Texte gehoren zu den altesten 
selbstandigen mathematischen Abhandlungen im lateinischen Westen. Grundlage 
der Darstellung ist der Kloster- oder Bogenabakus, auf dem mit Rechensteinen 
gerechnet wird. 
Die einzelnen Rechensteine sind im Unterschied zu denen der antiken Rechen- 
bretter jeweils mit einem Zeichen versehen. Sie werden als Charaktere bezeich- 
net. Das Rechnen auf diesem Abakus unterscheidet sich grundlegend vom 
Rechnen auf dem spatantiken Abakus. Hier wird in ganz wesenthcher Weise mit 
Zeichen operiert, wahrend man in der Antike lauter im Prinzip gleiche Einheiten 
zusammenfabt bzw . auseinanderteilt . Das spatantike Rechenbrett halt sich in 
seiner Gliederung strikt an die Fiinfer-Stufung der romischen Zahlen und erreicht 
die jeweilige Zehnerstufe durch Verdoppeln. Der mittelalterliche Month ist dage- 
gen in der Lage, unmittelbar mit Zehnerstufen zu rechnen. Er verliert den 
Uberblick tiber seine Rechensteine infolge ihrer Markierung durch Zeichen nicht 
so leicht wie der spatantike Rechner. 
Durch die Verwendung der Charaktere und die der Gliederung des Brettes 
zugrunde gelegte Zehner-Stufung unterscheidet sich das mittelalterliche Rechen- 
brett vom methodischen Standpunkt maggeblich von seinem antiken Vorlaufer 
[Ifrah 1981, 529-5321. Entsprechend ist such das Bild der historischen Entwick- 
lung des Klosterabakus [Bergmann 1985,57-651. In den friihen Abakus-Traktaten 
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treten weder arabische Zahlzeichen noch arabische Termini auf, sodal die Ver- 
mutung der Ubemahme des Klosterabakus aus dem arabischen Spanien kaum zu 
halten ist [Bergmann 1985, 207-2131. 
Die Verbindung der althergebrachten Fingerzahlen mit den griechischen Buch- 
staben-Zeichen auf den Charakteren des Abakus legt die Vermutung nahe, da13 
das Zehner-Stufen-System des Klosterbakus sich in Verbindung mit diesem Fin- 
ger-system der Zahlendarstellung entwickelt hat. Diese wird noch durch die bis in 
die spateren Algorismusschriften hinein wirksame Terminologie untersttitzt: 
“Finger” (digiti) sind dabei die Ziffem. “Gelenke” (articuli) dagegen sind die 
Zehnerstufen. Diese Terminologie lehnt sich an das bei Beda Venerabilis be- 
schriebene System der Fingerzahlen an. Es kann such wahrscheinlich gemacht 
werden, dal3 die Rechnung auf den Rechenbrettern noch durch Fingerzahlen 
untersttitzt wird. 
Diese Vermutungen illustrieren nochmals eindringlich die traditionelle 
Verankerung der Rechenpruxis im frtihen Mittelalter, deren fal3bare Grundlagen 
das Fingerrechnen und Multiplikationstabellen sind [Bergmann 1985, 3 I-371. 
Wahrend die griieeren Zahlen noch im Sinne der romischen Systematik verstan- 
den und in entsprechende Summanden aufgelost werden, deutet sich sowohl in 
den Fingerzahlen [Menninger 1958 II, 4-11; Ifrah 1981, 79-1091 als such in den 
Multiplikatiunstabellen der “technische” Umgang mit den Zahlen bereits an. Bei 
der Multiplikation grol3erer Zahlen dienen die Fingerzahlen der Speicherung von 
Zwischenergebnissen. Sie legen das Zehnerpositionssystem nahe. In den Multipli- 
kationstabellen dagegen tritt bei der Multiplikation zweier Zahlen immer eine 
neue auf, die aus der Zahlendarstellung nicht ersichtlich ist und daher gemerkt 
werden muB. Dies ist auf dem Boden “vortechnischer” Auffassungen nicht ver- 
stehbar. Mit Einftihrung gemerkter Rechensteine la& sich ein derartiger Vorgang 
aber leicht darstellen. 
Das Rechnen auf dem Klosterubukus besteht im wesentlichen darin, die 
Charaktere durch einander zu ersetzen. Dieser Art zu rechnen liegt bereits das 
Prinzip der “technischen” Denkweise zugrunde. Die “Zahl” wird als Zeichen 
verstanden, das allerdings noch in enger Beziehung zu den im wahrsten Sinne des 
Wortes “begreifbaren” Rechensteinen steht. So wird das Einiiben dieser neuarti- 
gen Denkweise erleichtert. Diese wird schliel3lich durch die Einfuhrung neuartiger 
Zeichen selbst und ungewohnte Bezeichnungen fur sie besonders unterstrichen. 
Zugleich dient dieses Rechenbrett bereits der Darstellung der Zahl im Positions- 
system mit der Basis zehn. So gesehen besteht kein sehr groBer Unterschied 
zwischen der Auffassung der Abukus-Schriften und der nachfolgenden Algoris- 
mus-Schriften. Der grundlegendste Unterschied hinsichtlich der Rechentechnik 
besteht darin, dal3 die Null erst in den Algorismus-Schriften einen Platz im 
Rechensystem erhalt. Dieses erklart sich schon aus der geanderten Rechenpraxis. 
Wie fur Sacrobosco sind such fiir die Abukisten Zahlen Ziffernfolgen und 
damit Zeichen. Wesentlich fur das Rechnen jener Zeit ist das Einiiben der neuen 
Auffassung der Zahl und des Umgangs mit ihr. So gesehen bedeutet die Ein- 
fuhrung dieses neuen Hilfsmittels eine richtungsweisende Neuerung. Vom damals 
vorherrschenden diduktischen Standpunkt aus ware die gleichzeitige Einfiihrung 
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der Null und der Zeichenauffassung der Zahl eine Uberforderung des Lemenden 
gewesen. Dieser hat bei der Handhabung des Klosterubakus ohnehin schon den 
Umgang mit den neuen Zeichen, den “Characteres”, einzuiiben. Dies bedeutet 
u.a., das Lemen des Einmal-Eins wird wichtig. Entsprechendes gilt fur die durch 
die Abacisten aufgestellten Regeln. Dieses Eintiben ist miihsam-es stellt eine 
Arbeit dar. Es ist die Absicht der Abakisten, diese mdglichst durch das Heran- 
ziehen von Analogien aus bekannten Bereichen zu erleichtem. Spgter versuchen 
sie, auf diesem Wege Verbindungen zu anderen Wissenschaften herzustellen, urn 
die Anwendbarkeit des Rechnens zu unterstreichen [Evans 1976, 254-2561. 
4. “TECHNISIERUNG” DER ZAHL UND IHRE HISTORISCHE 
VERANKERUNG 
Von diesem didaktischen Gesichtspunkt aus gesehen ist die moglichst klare und 
eindeutige Darstellung der Rechenvorgiinge wichtiger als die Erkliirung der 
theoretischen Grundlugen des Rechnens. Die Abakisten versuchen daher in ihren 
Abhandlungen, Grundlagendiskussionen auszuweichen. Dagegen versuchen sie, 
die praktische Orientierung zu unterstreichen. 
Ein besonders schwieriges Problem stellt in jener Zeit die Beherrschung der 
Division dar. Schon im 10. Jarhhundert schreibt man Abhandlungen iiber diesen 
Rechenprozeg. Die Schriften dieser Art bieten fiir uns heute den Eindruck einer 
unnotigen Komplikation und Untibersichtlichkeit: Fiir die verschiedensten 
Spezialfalle werden besondere Verfahren behandelt. Schon Hankel weist aber 
zu Recht darauf hin, da8 dieser Stil dem damaligen Entwicklungsstand der 
arithmetischen Ausbildung angemessen ist [Hankel 1874, 3231. 
Alles in allem bieten bereits die Abakus-Schriften das Bild der mittelalterlichen 
“Theorie der Praxis”. Sie sind “theoretisch” im Sinne dieser Zeit, da sie sich der 
Lehre widmen. Sie sind aber zugleich such “praktisch”, da sie die Rechen- 
vorgange selbst und ihre Anwendungsmiiglichkeiten im Auge haben. Gerade der 
“praktische” Zug dieser Abhandlungen bereitet die “technische” Auffassung der 
Zahl vor, die seither in stets steigendem MaBe wirkt. 
Seit dem 12. Jh. wird die bereits etablierte Autfassung in dramatischer Weise 
mit den Frtichten der sich steigemden Ubersetzertatigkeit vom Arabischen ins 
Lateinische konfrontiert. 
Im Rahmen dieser historischen Entwicklung treffen zwei unterschiedliche 
Aspekte der Zahlenauffassung besonders scharf aufeinander. Der Wunsch nach 
einer Harmonisierung der beiden Versionen, wonach die Zahl einerseits selbst ein 
zu analysierendes und zu beschreibendes “Objekt”, anderseits aber Ausgangs- 
punkt oder Ergebnis eines Denkprozesses ist, durch Riickgritf auf das rhe- 
torische Denominationsschema, wird zumindest vorlaufig erftillt. Charakteristisch 
daftir ist die Auffassung Sacroboscos von der Division. Danach beziehen sich 
Zuhlen als Rechenergebnisse auf Objekte, die der “vortechnischen” Auffassung 
nach selbst Zahlen sind. 
Sie sind Zeichen, die im rechentechnischen Zusammenhang miteinander stehen 
und so handhabbar sind. Dabei wird zugleich der grundsatzliche Unterschied 
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beider Bereiche betont. Das Zeichen “Zahl” hilft bei der Erschliegung der ent- 
sprechenden geometrischen Objekte und ihrer Eigenschaften. Die geschilderten 
Rechenhilfen funktionieren auf der Grundlage dieses Verstandnisses des 
Rechenergebnisses als “Denomination”. 
Voraussetzung dazu ist die allmahliche Gewiihnung an diese Gegentiberstellung 
von Zeichen und Bezeichnetem, die such Grundlage der sich in jener Zeit aus- 
bildenden “Logica Moderna” ist. Dies geschieht in drei Phasen: 
1. Einftihrung der Charaktere. In ihnen werden Rechensteine mit Zeichen 
identaziert. 
2. Einfuhrung der ablbschbaren Zahlzeichen, die sich von ihrer Unterlage zu 
l&en beginnen. 
3. Betrachtung der “Zahl” als “Denomination”. Die Erfassung des gedank- 
lichen Unterschieds und der ebenso gedanklichen Entsprechung zwischen Zei- 
then und Bezeichnetem beim Rechnen. 
Der angedeutete Abstraktionsprozeg hat seine Parallele in der gleichzeitigen 
sozial-h&or&hen, technologisch fundierten Entwicklung: Fest mit seiner 
Umgebung verbundenes Gehoft-Ballung zum relativ losgelosteren Dorf- 
schlieljlich Entstehung der weitgehend von der Umgebung abgehobenen Stadt. 
Auf die damit verbundenen, tiefergehenden sozialen und technologischen Ent- 
wicklungen kann in diesem Zusammenhang nicht eingegangen werden [Stock 
19781. Schliehlich ist noch auf die fur den lateinischen Westen charakteristische 
neue theologische Auffassung der “Arbeit” als menschlichen Wertes hinzu- 
weisen, die die Ausbildung des technischen Denkens fordert. Man ersieht schon 
aus dieser Andeutung die Ursprtinglichkeit der “technischen” Tradition such 
beztiglich der Zahl in der abendlandischen Kultur. 
FUSNOTEN 
1. Dieser Eindruck wird besonders durch den kurzen Traktat “De Regulis Generalibus” aus dem 
England des 13. Jhds. unterstrichen, der inhaltlich direkt an die Schriften der elementaren Arithmetik 
jener Zeit anschlieBt. Er behandelt Textaufgaben aus dem Bereich der linearen und der Bruch- 
Gleichungen in ergebnisorientierter Art [Hughes 19801. 
2. In Buchstabenfolgen dieser Art bei Jordanus kann man Vorlaufer zusammengesetzter Rechenzei- 
then sehen. Diese Notation lCi8t sich auf das althergebrachte Denken in Strecken-Analogien zurtick- 
ftihren. Dabei treten schon bei Euklid zweierlei Vorgangsweisen auf, einmal die Bezeichnung von 
Strecken und damit zugleich von Zahlen durch ihre Endpunkte, zum anderen aber such die Bezeich- 
nung von Strecken bzw. Zahlen als Ganzes durch einzelne Buchstaben. Die Bezeichnungsweise bei 
Jordanus schwankt mitunter in einer Buchstabenfolge, wie z.B. bei “abc”, wo “ab” die erste Auffas- 
sung zugrunde legt, “c” dagegen die zweite. 
3. “Summe” bezeichnet ursprtinglich die in der Rechnung zuoberst stehende Zahl und bezieht sich 
so auf die Loschverfahren, die den Abakus-Schriften zugrunde liegen. “Summe” heist also Re- 
chenergebnis. Sacrobosco verwendet dieses Wort entsprechend bei der Subtraktion und gelegentlich 
bei anderen Rechenverfahren. 
4. Jordanus de Nemore stellt einen gro8en Teil seiner Probleme in “De numeris datis” ganz im 
Sinne der geschilderten Auffassung dar. Zur “divisio” im klassischen Sinne tritt jeweils eine weitere 
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Beziehung hinzu, die zur rechnerischen Bestimmung ihrer “Teile” fiihrt [Hughes 1981: I SSitze 1-4; 7- 
29; II Siitze 4-6; 10; 15-19; IV SPtze 21, 251. 
5. “Denominatio est quae ab rebus propinquis et finitimis trahit orationem qua possit intelligi res 
quae non suo vocabulo sit appellata” [Caplan 1954, IV. 321. 
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